
Visnyk NTUU KPI Seriia – Radiotekhnika Radioaparatobuduvannia, 2021, Iss. 87, pp. 56–60

УДК 681.7

Экстремальный сверточно-матричный метод

анализа результатов измерений

Асадов Х. Г., Алиева А. Дж.

Национальное Аэрокосмическое Агентство, г. Баку, Азербайджанская Республика

E-mail: hasadzade2001@yahoo.com, amidec.b@gmail.com

Матричные методы измерения давно проникли в теорию и практику контроля и диагностики раз-
личных многомерных аппаратов и установок, а также в методологию их функционирования. Такое
проникновение в первую очередь связано с многомерной структурой самого объекта исследования.
Предлагается новый матричный метод обработки результатов измерения, предусматривающий после-
довательное осуществление таких операций, как (а) формирование экстремальной скалярной свертки,
составляемой из двух противофазных (парафазных) частных критериев, перемноженных на весовые
коэффициенты. При этом парафазные частные критерии, будучи функциями измеряемого оптического
показателя среды, должны иметь противофазную динамику изменения; (б) вывод аналитической фор-
мулы для вычисления значения измеряемой величины в зависимости от других показателей системы
в момент появления экстремума свертки; (в) проведение аналитических измерительных операций по
обнаружению экстремума значения вычисляемой свертки частных критериев при заданных весовых
коэффициентах; (г) регулировку весовых коэффициентов для обеспечения максимально достоверной
регистрации экстремума значения свертки; (д) составление матрицы значений измеренных величин
исследуемого показателя в зависимости от весовых коэффициентов частных критериев. Приведе-
ны результаты модельных исследований по апробации предлагаемого метода обработки результатов
измерения.
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Введение

Как отмечается в [1] матричные методы ана-
лиза основаны на линейной и векторно-матричной
алгебре и применяются для изучения сложных и
многомерных структур. Будучи универсальным ма-
тематическим аппаратом для сложных структури-
рованных многомерных вычислений, матричные ме-
тоды анализа давно проникли в теорию и практику
разработки и проектирования различных многомер-
ных аппаратов и установок, а также в методологию
их функционирования. Применительно к измери-
тельной технике такое проникновение в первую
очередь связано с многомерной структурой самого
объекта исследования, имеющего природное или ан-
тропогенное происхождения. Можно привести мно-
жество примеров, где матричные технологии вне-
дрены в информационных системах, комплексах и
составляют основу соответствующих методик [2–5]
их исследования.

Так, например, в работе [2] сообщается о но-
вом методе формирования матрицы измерений, где
требуемая частота выборок намного меньше, чем
частота Найквиста-Котельникова. Этот метод тре-
бует меньший объем памяти, позволяет полностью

восстановить двухмерную структуру изображения
и основан на хаотической последовательности Че-
бышева. Согласно работе [3], метод матрицы целей
[6], примененный в производственном предприятии
для увеличения эффективности производства, по-
зволил определить основные факторы, влияющие
на производительность труда. Этими факторами
являются: материалы, рабочая сила, станки и обо-
рудование, используемые методы и окружающая
среда. Как отмечается в работе [4], матрица транс-
миссии (ТМ) характеризует линейную связь между
сигналами на входе и выходе фазирующих полей.
Измерение ТМ позволяет получить достаточно по-
лезную информацию для многих приложений, одна-
ко требует много времени для случайно выбранной
среды. Предложен новый метод матричных измере-
ний, в которых вычислительная сложность намного
ниже, чем при использовании фазосдвигающей го-
лографии.

Согласно работе [5], в высокоскоростных оптово-
локонных системах передачи информации учет по-
ляризационных эффектов имеет важное значение.
Показано, что проведение матричных измерений и
соответствующего анализа позволяет получить пол-
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ный набор данных об основных поляризационных
параметрах оптоволоконной системы передачи.

Следует отметить, что матричные методы отно-
сительно широко используются при исследовании
оптоэлектронных измерительных систем. Так, на-
пример, в работе [6], сообщается о применении ме-
тода матричных измерений для определения геоме-
трических характеристик различных двухмерных
объектов поля зрения с использованием различных
методов сканирования. В работе [7] сообщается о
применении метода матричных измерений для ис-
следования квантового состояния систем. При этом
измерения должны быть, осуществлены так, чтобы
измеритель не оказывал влияние на состояние си-
стемы. В работе [8] сообщается об использовании
матричных измерений для исследования свойств
рассеивающих свет сред. При этом определяется
матрица трансмиссии среды, которая полностью
определяет прохождение света через линейную сре-
ду от модулятора до детектора. Отмечается, что
матричные методы полезны применительно не толь-
ко к рассеивающим системам, но и другим ком-
плексным системам прохождения света. В работе
[9] сообщается о применении матричных измерений
для исследования сред, способных трансформиро-
вать Гауссовые лазерные лучи в излучение с любым
заданным законом распределения. В работе [10] со-
общается о разработке простого матричного метода
для исследования процесса калибровки измеритель-
ных оптоэлектронных систем, содержащих опти-
ческие приемники и смоделированные источники
излучений.

Вышеизложенный краткий обзор состояния при-
менения матричных методов измерения и анализа
результатов измерений показывает широкие возмо-
жности этих методов и перспективу их дальнейше-
го применения в оптоэлектронных информационно-
измерительных системах.

1 Предлагаемый метод обработ-

ки результатов измерений

Далее в настоящей статье излагается пред-
лагаемый экстремально-сверточно-матричный ме-
тод обработки результатов измерений изменяемых
оптических показателей различных материалов и
веществ. Целью настоящего исследования являе-
тся разработка научно–методических основ способа
определения концентрации исследуемого вещества
спектральным методом, позволяющего повысить то-
чность измерений по сравнению с известным спосо-
бом основанным на использовании уравнения Бу-
гера–Ламберта–Бэра. Как и следует из названия
предлагаемого метода, реализация этого метода
предусматривает последовательное осуществление
следующих операций:

1. Формирование экстремальной скалярной свер-
тки, составляемой из двух противофазных (пара-
фазных) частных критериев, перемноженных на
весовые коэффициенты. При этом парафазные ча-
стные критерии, будучи функциями измеряемого
оптического показателя среды, должны иметь про-
тивофазный градиент изменения, т.е. увеличение
измеряемого показателя должно привести к увели-
чению одного из критериев и уменьшению другого.
Отметим, что свойство экстремума такой скалярной
свертки часто используется в практике многокрите-
риальной оптимизации [11–14].

2. Вывод аналитической формулы для вычисле-
ния значения измеряемой величины в зависимости
от других показателей системы в момент появления
экстремума свертки.

3. Проведение аналитических измерительных
операций по обнаружению экстремума значения
вычисляемой свертки частных критериев при за-
данных весовых коэффициентах.

4. Возможность регулировки весовых коэффи-
циентов для обеспечения максимально достоверной
регистрации экстремума значения свертки.

5. Составление матрицы значений измеренных
величин исследуемого показателя в зависимости от
весовых коэффициентов частных критериев.

Подробно рассмотрим вопросы реализации
вышеизложенных операций и процедур.

1.1 Формирование экстремальной

скалярной свертки

Отметим, что формирование экстремальной ска-
лярный свертки осуществляется с применением
известного закона Бугера-Ламберта-Бэра. Хоро-
шо известно [15], что закон Бугера-Ламберта-Бэра
определяет степень ослабления оптического сигнала
при прохождении светового потока через исследуе-
мую среду. Математическое выражение этого зако-
на имеет вид:

𝐼вых=𝐼0𝑒
−(𝛼𝑎+𝛼𝑏)·𝑥𝑐, (1)

𝐼вых – световой поток на выходе исследуемой среды;
𝐼0 – световой поток на входе исследуемой среды; 𝑥 –
расстояние прохода оптического потока через иссле-
дуемую среду; 𝑐 – концентрация исследуемой среды;
𝛼𝑎 – коэффициент абсорбции; 𝛼𝑏 – коэффициент
рассеяния.

Модельная формула (1) позволяет представить
процесс прохождения светового луча через исследу-
емую среду в виде двух эквивалентных блок-схем:
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Рис. 1. Первое эквивалентное представление модели
(1): 𝐼𝑎𝑏 - часть 𝐼0, поглощённая исследуемой средой
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Рис. 2. Второе эквивалентное представление модели
(1): 𝐼𝑏 – часть 𝐼0, рассеянная исследуемой средой

Рассмотрим вопрос об аппаратурном определе-
нии показателей 𝐼𝑎𝑏 и 𝐼𝑏. Имеем

𝐼𝑏=𝐼0−𝐼12=𝐼0−𝐼0𝑒
−𝛼𝑏𝑥𝑐, (2)

𝐼𝑎𝑏=𝐼0−𝐼11=𝐼0−𝐼0𝑒
−𝛼𝑎𝑥𝑐. (3)

В то же время

𝐼𝑎𝑏=𝐼0−[𝐼0𝑒
−(𝛼𝑏+𝛼𝑎)𝑥𝑐]−𝐼𝑏. (4)

Следовательно, для аппаратурного измерения 𝐼𝑏
можно воспользоваться формулой (2) в том смысле,
что для определения 𝐼𝑏 достаточно использовать
измеритель рассеянного оптического излучения.

Однако, для аппаратурного определения 𝐼𝑎𝑏 сле-
дует измерить 𝐼𝑏, сигнал на выходе и вычесть сумму
этих сигналов от 𝐼𝑎𝑏.

Таким образом, экстремальная скалярная свер-
тка 𝐹1 применительно к блок-схеме представленной
на Рис. 1 имеет вид

𝐹1=𝛽1[𝐼0−𝐼0𝑒
−𝛼𝑎𝑥𝑐]+𝛽2𝐼0𝑒

−(𝛼𝑏+𝛼𝑎)𝑥𝑐, (5)

где 𝛽1, 𝛽2 – весовые коэффициенты. При 𝛽1=𝛽2=𝛽
получим

𝐹1=𝛽𝐼0−𝛽𝐼0𝑒
−𝛼𝑎𝑥𝑐+𝛽𝐼0𝑒

−(𝛼𝑏+𝛼𝑎)𝑥𝑐. (6)

Так как в (6) неизвестным и искомым показате-
лем является 𝑐, то приняв 𝑒−𝑥𝑐 = 𝑧, выражение (6)
перепишем как

𝐹1=𝛽𝐼0−𝛽𝐼0𝑧
𝛼𝑎+𝛽𝐼0𝑧

𝛼𝑏+𝛼𝑎 . (7)

Далее, для упрощения (7), приняв 𝛼𝑏 = 𝛼𝑎 = 𝛼;
𝑧𝛼=𝛾, запишем

𝐹1

𝐼0𝛽
=1− 𝛾 + 𝛾2. (8)

Исследуем (8) на экстремум. Имеем

𝑑
(︁

𝐹1

𝐼0𝛽

)︁
𝑑𝛾

=−1 + 2𝛾. (9)

Следовательно, при 𝛾 = 0, 5 выражение (8) до-
стигает экстремума. При этом отметим, что

𝛾=𝑧𝛼=𝑒−𝑥𝑐𝛼=0, 5. (10)

Экстремальная скалярная свертка 𝐹2 примени-
тельно к блок-схеме, представленной на Pис. 2 имеет
вид

𝐹2=𝛽1[𝐼0−𝐼0𝑒
−𝛼𝑏𝑥𝑐]+𝛽2[𝐼0𝑒

−(𝛼𝑏+𝛼𝑎)𝑥𝑐], (11)

где 𝛽1, 𝛽2 – весовые коэффициенты.

Также, приняв следующие упрощающие допуще-
ния

𝛽1= 𝛽2=𝛽;

𝛼𝑎=𝛼𝑏=𝛼,

напишем

𝐹2

𝛽𝐼0
=1−𝛾+𝛾2. (12)

Так как уравнения (8) и (12) идентичны, то
решение (10) также верно для (12). Решения (10)
относительно 𝑐 дает

−𝑥𝑐𝛼= 𝑙𝑛0, 5 или 𝑐 =
𝑙𝑛2

𝑥𝛼
. (13)

Таким образом, с учетом принятых упрощаю-
щих допущений, выражение (13) можно считать
требуемым аналитическим выражением, позволяю-
щим определить величину измеряемого показателя
при достижении 𝐹2 экстремального значения.

Рассмотрим вопрос об измерении показателей 𝐼𝑏
и 𝐼𝑎𝑏.

Следует отметить, что измерение таких излуче-
ний как 𝐼𝑏 и 𝐼𝑎𝑏 не составляет особого труда: 𝐼𝑏
может быть измерен спектрорадиометром рассеян-
ного излучения, а 𝐼𝑎𝑏 может быть измерен согласно
выражению (4). Блок-схема такого измерителя по-
казана на Рис. 3.
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Рис. 3. Функциональная схема устройства для фор-
мирования cигнала 𝐼𝑎𝑏

Что касается автоматической регистрации эк-
стремумов 𝐹1 или 𝐹2, то для этого достаточно
проводить измерения по триадам {𝑐𝑖 −∆𝑐; 𝑐𝑖; 𝑐𝑖 +
∆𝑐}, 𝑖 = 1, 𝑛 и обнаруживать экстремум по при-
знаку 𝑐𝑖−∆𝑐 < 𝑐𝑖 и 𝑐𝑖+∆𝑐 < 𝑐𝑖 (если экстремум
является максимумом), или 𝑐𝑖−∆𝑐 > 𝑐𝑖 и 𝑐𝑖+∆𝑐 > 𝑐𝑖
(если экстремум является минимумом), где ∆𝑐 –
достоверно регистрируемое приращениe 𝐶.

Нетрудно показать, что изменение значений ве-
совых коэффициентов в предлагаемом методе при-
водит к смещению позиции экстремумов. Чтобы
показать это проведем модельное исследование.
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2 Модельное исследование

Для проведения модельного исследования вос-
пользуется выражением (11). Приведем это выра-
жение к следующему виду

𝛾=
𝐹2

𝐼0
=𝛽1(1−𝑘)+(1−𝛽1)𝑘

2, (14)

где 𝑘=𝑒𝛼𝑏𝑥𝑐.
Вычисленные значения 𝛾 для разных значений

𝛽1 и 𝑘 приведены в Tаблице 1. Заметим, что моно-
тонность экспоненциальной функции обеспечивает
функциональную эквивалентность процессов пои-
ска экстремума как по 𝑘, так и по 𝑐.

Таблица 1. Значения 𝛾 для разных значений 𝛽1

и 𝑘

1
0 0,05 0,1 0,2 0,3

0,1 0,1 0,099 0,116 0,151

0,2 0,2 0,1925 0,192 0,212

0,0972 

0,188 

k

3 Оценка повышения точности

Сравним предлагаемый метод определения
концентрации исследуемого вещества с класси-
ческим методом, основанным на законе Буге-
ра–Ламберта–Бера, математическое выражение
которого имеет вид (1). Из (1) легко получить
следующее выражение для вычисления указанной
концентрации, которую обозначим как 𝐶𝑘:

𝐶𝑘=
𝑙𝑛(𝐼0/𝐼вых)

𝑥(𝛼𝑎+𝛼𝑏)
. (15)

С учетом ранее принятого упрощающего усло-
вия 𝛼𝑎=𝛼𝑏=𝛼 получаем

𝐶𝑘=
𝑙𝑛(𝐼0/𝐼вых)

2𝑥𝛼
. (16)

Для предлагаемого метода согласно (13) эта кон-
центрация, далее обозначаемая как 𝐶П, определи-
тся как

𝐶П=
𝑙𝑛2

𝑥𝛼
. (17)

Из (16) и (17) определим выигрыш в точности 𝛾,
имея в виду, что суммарные шумы в сравниваемых
методах одинаковы:

𝛾 =
𝐶П

𝐶𝑘
=

𝑙𝑛2

𝑙𝑛(𝐼0/𝐼вых)
=

2𝑙𝑛2

𝑙𝑛(𝐼0/𝐼вых)
. (18)

Из (18) получаем условия получения выигрыша

4 >
𝐼0
𝐼вых

. (19)

Таким образом, при выше принятых допуще-
ниях выигрыш в точности будет обеспечен при
𝐼0>4𝐼вых.

Заключение

Как видно из данных приведенных в Tабли-
це 1, при изменении 𝛽1 от 0,1 до 0,2 происходит
смещение минимума 𝐹2/𝐼0 в сторону больших зна-
чений 𝑘. Следовательно, имея матричные таблицы
вышеприведенного типа и задаваясь величиной 𝛽1,
по обнаружению позиции экстремума на соответ-
ствующей строке можно автоматически определить
искомую величину 𝑘. Соответствующие операции
показаны пунктиром на полях таблицы матрично-
го типа, куда заранее заносятся значения 𝑘, 𝛽1 и
𝛾. По обнаружению экстремума по направлению
пунктирной сломанной стрелки определяется соот-
ветствующая величина 𝑘. Таким образом, предла-
гаемый метод анализа результата измерений позво-
ляет автоматизировать процесс первичной оценки
исковой величины путем проведения определенных
операций по выводу значения скалярной свертки
к экстремальной величине. Другое немаловажное
преимущество предлагаемого метода заключается
в повышении точности определения концентрации
исследуемого вещества в случае измерения относи-
тельно больших концентраций, когда выполняется
условие (19).
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Екстремальний згортково-матричний
метод аналiзу результатiв вимiрiв

Асадов Г. Г., Алiєва А. Дж.

Матричнi методи вимiрювання давно проникли в
теорiю та практику контролю та дiагностики рiзних
багатовимiрних апаратiв та установок, а також у мето-
дологiю їх функцiонування. Таке проникнення насам-
перед пов’язано з багатовимiрною структурою самого
об’єкта дослiдження. Пропонується новий матричний
метод обробки результатiв вимiру, що дозволяє визна-
чити величину вимiрювальних сигналiв у динамiцi. Для
визначення величини сигналу, що вимiрюється, викори-
стовується ознака появу екстремуму в значеннi згортки.
Екстремальна властивiсть такої згортки базується на
принципi багатокритерiальної оптимiзацiї. Пропонова-
ний матричний метод передбачає послiдовне здiйснення
таких операцiй, як (а) формування екстремальної ска-
лярної згортки, що складається з двох протифазних
(парафазних) окремих критерiїв, перемножених на ва-
говi коефiцiєнти, що нормуються. При цьому парафазнi

окремi критерiї, будучи функцiями оптичного показни-
ка середовища, що вимiрюється, повиннi мати протифа-
зну динамiку змiни, тобто зростання величини одного
має супроводжуватися зменшенням значення iншого;
(б) виведення аналiтичної формули для обчислення зна-
чення вимiрюваної величини в залежностi вiд iнших
показникiв системи в момент появу екстремуму згортки;
(в) проведення аналiтичних вимiрювальних операцiй з
виявлення екстремуму значення обчислюваної згортки
окремих критерiїв при заданих вагових коефiцiєнтах;
(г) регулювання вагових коефiцiєнтiв для забезпечення
максимально достовiрної реєстрацiї екстремуму значен-
ня згортки; (д) складання матрицi значень вимiрюваних
величин дослiджуваного показника залежно вiд вагових
коефiцiєнтiв часткових критерiїв. Наведено результати
модельних дослiджень щодо апробацiї запропонованого
методу обробки результатiв вимiрювання, що пiдтвер-
джують ефективнiсть запропонованого методу.

Ключовi слова: матричний метод; вимiрювання;
згортка; екстремум; поглинання; розсiювання

Extremal Convolutional-Matrix Method
for Analysis of Measuring Results

Asadov H. H., Aliyeva A. Dj.

Matrix methods of measurements intruded into theory
and practice of control and diagnostics of different multi-
measure apparatus and installations and methodic of
their functioning. This an intrusion is firstly linked with
multi-measure structure of researched object itself. The
new matrix method for processing of measuring results
is suggested which make it possible to determine value
of measuring signals in dynamics. In order to determine
the value of measuring signal the principle of occurrence
of extremum in convolutions value is utilized. Extremal
property of this convolution is based on principle of multi-
criteria optimization. The suggested matrix method envi-
sages serial realization of these operations as (a) forming
of extremal scalar convolution composed of two anti-phase
partial criteria multiplied by normed weight coefficients.
The anti-phase partial criteria being the functions of
measuring optical parameter of media should has the have
anti-phase dynamics of change, i.e. increase of one should
accompanied by decrease of another one; (b) development
of analytical formula to calculate the value of measuring
signal depending of values of other parameters at moment
of occurrence of extreme value of convolution; (c) carrying
out analytical measuring operations on detection of extreme
value of calculated convolution of partial criteria upon given
weight coefficients; (d) regulation of weight coefficients to
provide the maximum authentic registration of extreme
value of convolution; (d) to compose the matrix of values of
measured researched parameter depending of weight coeffi-
cients of partial criteria. Results of model researches on
approbation of suggested method for processing measuring
results are given which confirm operability of suggested
method.

Keywords: matrix method; measurements; convolution;
extremum; absorption; scattering
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